lll. ¢ast Vyrovnavaci pet 1 — MNC
4 Z&akladni poznatky MNC

4.1 Uvod

PredloZena kapitola z vyrovnavaciho¢po je nutnym dopikem zde uvedenécabni latky
z predn®ta vysSi geodézie, fyzikalni geodézie a kosmické geodézie.cdmaustudeiim
CVUT v Praze, ZU v Plzni, VSB Ostravské univerzity a dalSim z&jémc Nekteré casti
maji byt prezentovany na strankach Internetu.

Ukolem geedlozené préace je podat navod, a to jen s minimem odénzavdkazi,
jak zpracovavat nagrené vekiny, jakého zfsobu vyrovnani pouzit pro danyipad, jakych
vzorai a jak, jiz jen velmi stréng, vysledky zhodnotit. VSe je prové&mb pomoci maticového
zapisu a pomoci operaci s maticemi a vektory. Protaitaaef nenajde Gaufig eliminani
algoritmus praeSeni normalnich rovniéadu tradinich kontrol aj.

Vyrovnani MNC je jednim z obar matematiky. Za jeho zakladatele je povaZovan
Karel Bedich Gauss, i kdyZ prace Legendréadizhla Gausse o&kolik let. Gaussova prace
[1], kterd vznikla z pdeb souhrnného zpracovamdd pozorovani wviznych casovych
obdobich, natiznych mistech, iznymi metodami atznymi pozorovateli, byla iniciovana
astronomickym pozorovanim komet. VySla vroce 1809, tedyfioroky pozdji nez
analogicka prace [2] Legendrea. Gaus&idve prvdadosti dikladnému propracovani a jeho
srozumitelnému podani MNa jis& i odpovidajici prezentaci. Zcela samostalonsgl k této
metoc P. S. Laplace, viz prace [3] z roku 1812.

U nas bylo nejprve&erpano z cizi, francouzské &nmecké odborné literatury. Jedna
z prvnich vysoce kvalitnichtesky psanych praci je prace €uiika [4], v niZ je uveden
bohaty odkaz na prace zahranj predevsim amecké, francouzské a anglickécéskych je
zde citovana prace [5] aufoF. Miillera a F. Novotného a [6] A. Semerad&eZkych autat
jmenujme jedt V. Lasku [7], F.Cechuru [8], J. RySavého [9] a F. Fialu[10].

PredloZené skriptum je zpracovano podle jiz moderniho pddiC. Je jim
kompendium H. Wolfa [11] a podle ¥grpavajici prace [12] nestorMNC J. Bohma,
V. Radoucha a M. Hampachefiselné piklady, uvedené v nasledujici¢fdcich jsou dilem
autora a studedtposluchai Fakulty aplikovanych &d (FAV) Zapaddeské univerzity
(ZCU). Prace je psana co nejstngji, radoby gehledi, nepodstatné Gseky jsou bez
odvozeni, pipadré jsou uvedeny jen odvolavky. Text navazuje na praci [18mn Thajde
¢ten& dalSi. Ri studiu je vSak moZno pokfavat i bez &chto odvolavek.

V piedloZzenécésti je pouzivanaada symbai. Vzdy @i jejich prvnim uZiti jsou
vyswétleny. V naslednéasti X. budou uvedeny dalsi kapitoly o KIN

4.2 Vyrovnani metodou nejmensichttverca

Zavel’'me nejprve pdebnou symboliku
oo ...... Nnan®fena hodnota
Vi it eiiieiieeene a2 .Oprava narené hodnoty
l.e.ceeeiiiiiinvt...... Opravena hodnota
Pak plati, Ze
I =l +v 0 -v =l -1 (4.2.1)
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Chybao, je definovana jako
o =-v =l -1 (4.2.2)

proi=1---,n, kde n je paet nereni. Uvedené opravy, maji nahodny charakter. Podle
teorie MNC musi spiovat nasledujiciit podminky:

* kladné a zaporné opravy téze absolutni velikosti gej# pravéEpodobné

* malé opravy jsou pra¥podobrjSi nez opravy velké

» opravy nad ufitou mezni hodnotu se nevyskytuji
Tyto poZzadavky sglje tzv. Gaugss zakon

(V)= j% 1) (4.2.3)

kde h je jisty parametr. Rov. (4.2.3) je graficky znazara Gaussovouikkou ¢etnosti, viz
obr. 4.2.1. Zde plati, zb, > h,. Parametih tedy utuje strmost Gaussovyikky cetnosti.

Pravdpodobnost, Ze se oprava objevi v interv(a-luo,oo) je 1. Pravépodobnost, Ze
se oprava objevi v interval(v,v+dv), jep(v)=¢(v) dv. Gaussova iivka &etnosti, obr.
4.2.1, znazatuje prav@podobnost vyskytucetnost) nahodnych oprav podle jejich velikosti.

Krom téchto oprawv, s nahodnym charakterem, existuji §eSpravy:

* systematické (pro celou oblasti®ni) a polosystematické (prérmé pro dii
oblasti n&feni) s nimiz pracuje rozgind metoda MN, tzv. kolokace. Uplna
sttedni chybam se zde rovna sétu stedni chybym z nahodnych oprav plus
sttedni chyba mg zvlivu chyb systematickych a polosystematickyol§e
v kvadratech. Pouzivany clgriblizny vztah, je

m? =m? +m,’

« hrubé, s nimiz MK nepracuje a je proto nutné je ziiokého souboru vylotit

jeSe pred vilastnim pdetnim zpracovanim.

$(v)

,(v)

9,(v)

Obr. 4.2.1Gaussova ivka ¢etnosti - Gausss zdkon chyb

64



Dodejme, ze vSe, co bylo napsano o opravaghplati i o chybacho, . Soubor

]

.-nekone&né" velky opatujeme pivlastkem zakladni a soubor s malym @gtem n&teni
ozna&ujeme givlastkemvybérovy nebo tézempiricky

UKOLEM VYROVNANI MNC JE
* vypocitat nejpravépodobrjSi hodnoty hledanych neznamych,
» odhadnout vyp&tem gesnost vysledkvyrovnani.

Tyto Ukoly sphuje podminka

v Pv=min? (4.2.4)
kde
v=(v, Vv, - V)" (4.2.5)
a
p=| 0 P 0 (4.2.6)
0 0 - p,

Zde jsouv, opravy namdrenych hodnotl, a p, jejich vahy kdei=1---,n an je paet
meéreni. Je mozno uzit i jinych podminek nez podminky2.4). Tato je vSak pouzivana
negaseji a plati pro jakykoliv poet neieni [4]. Minimum se odvodi derivovanim rov. (4.2.4)
podle v nebo podle jiné proémné, kterdv nahradi.

Vahy p. jsou prongnnacisla, ktera charakterizuji kvalitu, tjrgsnost nagfenych

hodnot. Utujeme je poetré nebo i odhadem.

Zpisoby vyrovnani budemelit do téchto hlavnich skupin:

a) vyrovnani ntenf” podminkovych, kap. 4.3

b) vyrovnani méteni” zprostedkujicich, kap. 4.4

c) slozitjSi vyrovnani, kap. 4.5, 4.6 a ¥ast.
Kazdy z&chto postup voli swij zpisob spl&ni obou poZzadawvk tj. urceni pravd
nejpodobgjSich hodnota urceni odhad jejich p“esnosti jak bude uvedeno v nasledujicich
kapitolach.

4.2.1 Vypocet odhadu pgresnosti
Vypocet odhadu fesnosti z&ina zpravidla vyp&temstredni jednotkové chyby

.
m, =[PV (4.2.7)
n

kde n' = n- pocetnutnychpozorovariméieni je patet nadbyténych pozorovani ve vyraze
V' Pv, viz rov. (4.2.4) ad. ProtoZe plati vztahy

mg = pm; =...= pm’ =...= p,m; (4.2.8)
vypoctemestedni chybu jednotlivychdreni |, ze vztahu
Mm=ny/./p=Mo /g

n

9 7 této podminky vychazi Legendre a odvozuje svoji metodu, éasi#l empiricky. Vztahz p,V,V, =v' Pv
i=1

pievzal z mechaniky konkrétrpro staticky moment celku.

D Podle vzoru zahratii literatury budeme vyraz #fieni* ¢asto zantiiovat vyrazem ,pozorovani* (observace)
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kde q :; je vahovy sodinitel ai=1...,n an je patet pozorovani/greni.

St'edni chyba vyrovnanych hledanych neznam¥clpripadré jejich prirastka dx , i =1...,k
a k je patet €chto neznamych. Je
m, =m,/Q,
kde Q,, lezi na hlavni diagonal®,, , nebo-lidiangxz(QXxll Qu,, -+ Qxxkk)
a matice vahovych soiniteli
Q, =N"'=(aTPAJ*

viz kap. 4.4.

Stedni chyba funkce nattenych velfin |, nechh ma tvar f =f(, I, ... 1), ktery

rozvedeme do Taylorova rozvoje s uzitim pouzetirefprvnihoiadu. Jsou

df :idll +idl2 +---+idln,

I
1 2 n
v kterém diferencialy nahradime diferencemi a tyttedstimi chybamim jednotlivych
meétreni, viz vySe. Ziskany vztah povySime na druhou a vyrazZizngmi koeficienty
vypustime, a to zarpdpokladu, Zen — o a tudiz tyto vyrazy vypadnou. Vysledndesini
chyba funkce nastenych velkin je pak

2
m? :Z{g—lfmi] =mif TQf (4.2.9)
i=1 i
kde f' :[g—lf :;Tf] Tento vztah fedstavujeodhad stedni chyby funkce dfenych
1 n
velicin. Zavedeme-li do rov. (4.2.9) rov. (4.2.8), dostavameaxyr
2
izz(ﬂ] L _tor, (4.2.10)
p, =0l i

ktery predstavujeodhad vahy funkce drenych velin.
St'edni chyba funkce vyrovnanych neznamyeh{gtki). Necht tato funkce ma tvar
F=F(x, x, - x).Pakzcela analogicky k rov. (4.2.9) a (4.2.10) dostéavam

mz—zk: F = ‘FTQ, F
F ax % _rnO XX

i=1 j

K 2
1. (6_1 L FQLF, kdeF" :(O_F a_F],
Pe =\0X ) Py 0%, 0%,
Témsi pii kazdém zpracovani &reni MNC se musime ptéat, které&reni je reba
vypustit a kterd ponechafritériem vypugini nmerenije nerovnice

Vi < kgmy (4.2.11)
kde k, je jista, do znéné miry subjektivé urcena vekina. Obvykle se volk, =2,5.

4.2.2 Kontroly
Dalezitymi kroky vypatu MNC jsou kontroly. Pib&Zzne je nutné, a to jiZ i teoretickych

odvozovanich, kontrolovat rozmy matic a vektal a souhlas rozénovych jednotek. Tento
jednoduchy zfisob miize odhalit mnohé chyby.
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Ciselnymi kontrolami je rovnost vztah
ATPAx=-A"PL, ATPv=0 (4.2.12)
dale dvoji vypadet oprav
1. v=Ax+L,resp.v=Adx+L
2. v=F(x)-L
kde F(x) je nelinearizovana zprdastkujici funkce, ktera obsahuje vyrovnané neznameé

rrrrr

(4.2.13)

zkousky. V pipac, Ze vypa@etni program je naprogramovan a odladje mozno od nich
upustit. Zni

> =LTPAX+LTPL, ZZ =L"v, >, =v'Pv (4.2.14)

a ma byt spléno, ze )" :ZZ =Y. - Klasicka sigmova zkou§k§:2 uziva paéetniho

vyrazu, ktery zde neni obsaZen. Proto byla zvolena jieénaliiva. Sigmové zkousky budou
provadny jen sporadicky.

4.3 Podminkova pozorovan?
Ukolem je vypaitat MNC opravy v,,V,,---,v, naméfenych hodnotl,,l,,---,I pfi splnéni
podminky v Pv=min a sodasr, aby opravené nasfené hodnotyl, +v, spkovaly ukité,
piredem dané, podminky v§o r<n a n je patet nefenych vekin a tudiz i pdet oprav.
Pro nazornost miléméten&i uvedme g@iklad vyrovnani velméasto vystupuijici v geodeticke
praxi. Totiz, mtime-li Ghly v trojuhelniku, pak jejich séat musi byt 180°. Toto vyjddje
podminkova rovnice

n

a +a, +a,-180°=0,
coz je podminka nugnsplnitelna. Jist se tak, jen s pomoci natfenych hodnot, nestane.
Nutno gipojit opravy. Je pak

a +v,+ta,+v,+a,+v,-180°=0
(4.3.1)
v, +v,+v,+U =0

kde

U=a,+a,+a,-180C

je tzv.uzavr. Rov. (4.3.1) je tzwretvaenou podminkovou rovnicTakovychto rovnic rize
byt celarada, viz RiKLAD 14 v kap. 5.2Poznamenejme jaStZze namisto 180 je ¢asto
uvedeno 208.
Vratme se k naSemu vykladu. ZapiSmepretvarenych rovnic oprav ve tvaru
a Vv, +---+a,Vv, +U; =0
: (4.3.2)

a vy, te-ta v, +Ur =0

a matico¢

9 Ve stardi literatie, jeSt nap. v [4], jsou ozn&ovana: zavisla pozorovani. Ta nyni canjanaprosto jiny
ptipad pozorovani, vizgast X.
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kde

{o
{c

a, - Vi U1 0
a, - A, i Vi i Ur i 0

Zde jer pocet podminek a tedy i uz&wi a n pocet oprav. Nyni musime uvazit podminku
minima

X
=1
X

v P v=min
ovSem pi zachovani platnosti (vedlejSich) danych podminek (4.3.2ptoPouZzijeme
Lagrangeova postupu pro nalezeni minima. Zni

vTawzy[éwu}mm (4.3.4)

o)
Ixn nxnnx1 Ixr rxnnxl  rxl

kde k je vektor neznamyckorelat
k=l k - k) (4.3.5)

Rov. (4.3.4) derivujeme podie, polozime rovnou nule a spofe s rov. (4.3.3) dostavame

Pv+Bk =0

ol (4.3.6)

4.3.1 Primé reSeni podminkovych pozorovani

Rov. (4.3.6) je moZno napsat ve tvaru

[; ?J[U ( Sj (4.3.7)

[ W rerpe ()

[U [; ij[ﬂ (4.3.8)

Uvedenou matici je mozno invertovat jako celek nebo postupwertovat jednotlivé
podmatice, viz [13]. Timto jsou &eny nejpravépodobrjSi hledané hodnoty neznamych
nahodnych oprav a korelat.

takze

T\
m, = [VTPv/r]]/Z, Poté — netradin¢ — pouzijeme z rov. (4.3.8) inverzni matj, =[; '(3) J a
1

z ni vyjmeme prvky diag(Q"11 o Qu Qu, QkKr)' Pomoci nich gedni chyby
vyrovnanych uhl jsou

m, =myy/Q, (4.3.9)
a stedni chyby korelat jsou

My, = Moy Qg (4.3.10)
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4.3.2 PostupnéreSeni podminkovych pozorovani
Z prvni rov. (4.3.6) vyplyva, Ze
v=-P"B'k (4.3.11)
nx1 nxn nxr rx1

Po jejim dosazeni do druhé rov. (4.3.6) mane®'B'k =-U, z¢ehoz

(~(seer] (4.3.12)
Zavedeme obligatn
N =BP7B (4.3.13)
a je pak
&=NH (4.3.14)
kde
Qu=N" (4.3.15)

je vahova matice korelaPostup vyp&tu je velmi jednoduchy, nejprve se zjisti z rov. (4.3.14)
korelaty a poté opravy z rov. (4.3.11).

jednotkovou chybum,. Pomocidiag(Qkkll QkK,) pak stedni chyby korelat jsou

My, = Moy Qe (4.3.16)

DalSi vypaet stednich chyb oprav vizipméreSeni nebo [12, str.201].

Zcela odlisny postugiselného zpracovani nejpraymbdobrjSich hodnot i odhadu
jejich  presnosti z podminkovych pozorovani &pa vpgevodu na pozorovani
zprostedkuijici, jak je uvedeno v [13]. Tim se nabizi d@sfiselné o¢reni vySe navrzeného 1.
reSeni.

Jiné by bylo odvozeni vifpac, kdyby podminky platily mezi neznamymi hledanymi
velicinami x apod.

Ciselnou aplikaci viz RKLAD 14 v kap. 5.2.

4.4 Zprostiedkujici pozorovani

V geodézii, ale i v jinych oborech technickychdy se ¢asto vyskytuje dkol it ciselné

hodnoty vekin, které nelze imo, bezprosedre, meiit a tedy utit. Proto je nutno jejich
zjisténi zprostedkovat pomoci jinych velin, které je mozno giit a které jsou s hledanymi
neznamymi veliinami ve znameém furdaim vztahu. Oznane

x=(x - %) ..c........ vektor neznamych hledanych i

Xo = (X0 o Xeg) eerennnn vektor jejich znamychiibliznych hodnot

ax = (dXg..oendX ) e vektor jejich neznamych, vyrovnavanydtirpstki
FX) i, funkeni vztah mezi hledanymi a neérenymil. velicinami
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[ nanefend zprosedkuijici velEina

Ve jeji oprava
[ i j€]T VYTOVNANA hodnota
I e indexi-té zprostedkujici rovnice
Pak plati
F09 =1,
Fi (Xl Xk)zli TV

F (X10 +dx, o Xy +dxk): I +v,
Levou stranu rozvedeme do Taylorova rozvoje, pater iz v linearnim tvaru, a zanedbame
¢leny 2.radu a vysSi. Dostavame
Fi (x0)+£dx1 +"’+£ka :|i +V,
0X%, 0X,
Ed)ﬁ +"'+£dxk +F (XO)_Ii =V
0x, 0X,

Upravme symboliku a dostavame
ardxat+apdx +... +tagdx +Fi (X ) —Ili =V (4.4.2)
kde i=1---,n a n je pcet linearizovanych zpragtidkujicich rovnic oprav & je paet

hledanych neznamych. Vyraz
Fi (XO)_Ii = Li

je tzv. absolutniclen. Rov. (4.4.1) rozepiSme pro vSechnaa zaved'me symboly matic a
vektori. Dostaneme

Adx+L=v P=Q7! (4.4.2)
kde
a, Qo 3y dx, F (o) -1,
_l @ Aypn v Ay _lax% _| Fa(xo) =1,
A= : dx =| . L = :
nxk kx1 nx1 .
Ay Ay v A dxk Fn (XO) - In
p, 0 - 0 A p1*1 o --- 0
_ 0 p2 0 _ V2 _ 0 pfl 0
E - : . : Y= 9 o 2 . :
o : : .o ) : = : : . :
0 0 pn A 0 0 prql

Zde je dx vektor hledanych neznamych, vektor absolutnicktleni, a vem F (X,)
hodnoty vyp@étené z piblizné znamych vstupnich vein a |, jsou hodnoty nagtene, v je

vektor oprav,P matice vah aQ je jeji inverzni matice, tzv. maticgahovych koeficierit
Systém rov. (4.4.2) podrobime podmince minima. Dostavame

ov'Pv_ 0 d
S = |(Adcr L) P(Adk + L)]:E[(deAT +LT)p(Adx+L)|=
9

= (ax"ATPAdx + dx" ATPL +LTPAdx +LTPL)
X

Po derivovani a upravach dostavame postupwnice
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2ATPAdx+ATPL+ATPL =0

ATPAdx+ATPL =0

které nazyvameormalnirovnice Hledané neznaméipistky pak jsou

dx = —(ATPA) ATPL (4.4.3)
V této rovnici setasto zavadi
ATPA=N
o (4.4.4)
kde
NZ=Qu (4.4.5)

kxk

je matice vahovych koeficiehhledanych neznamycltipistka dx . Jednotkova #dni chyba

m, =V Pv/(n- k2 (4.4.6)
a stedni chyby vyrovnanych neznamych resp. jejitiniptki jsou
My, = Moy Qg (4.4.7)
kde
Qu=diagQu, Qu,  Qu Q) (4.4.8)
Stedni chybum, funkce pimo neFenych velfin jakoz i st'edni chybu m. funkce

vyrovhanych neznamycljistime podle vztah v kap. 4.2.1. $edni chyba funkce
vyrovnanych neznamych je vyj@ha rovnici

mZ =m{F'Q_F (4.4.9)

ktera je rozepsana padrod?.
Kontrolré nasleduje vypeet rovnic p&inaje rov. (4.2.12) event.cetre sigmovych
zkousek.

Qe
oF oF
QXX]_l 0 0 0xq 0xq
oF oF
2 2| oF oF 0 Qxx22 — 2| OF oF —_—
m =m B — B — =m _— ceh | ——
F Ol ax ax : 6)?2 Ol ax Qo ax Qxxkk 6%2
1 k : 1 k :
0 0 QXka oF oF
0 0X
2 2 2
2 2| 9F o o a zavedenim rov. (4.4.7) je a ted
m =m —_ + + + . B i
F 0 X QXX].1 X QXXQZ Xy QXka J y

oF
m a
i= 6XI dxl

2
] pro piipad, Ze je matic®,y diagonalni.
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Vyrovnani podle zprogtdkujicich pozorovani/&eni je v sotiasnosti metododislo
jedna. Jak uvidime v kap. 4.6, je mozno libovolné Glohpwyavaciho p&u prevést na tuto
metodu. Proto ji bude i zde kladen‘egnosteny vyznam.

JINE ODVOZENI PODMINKY MINIMA
Vyjdéme zvyrazu v'Pv=min, ktery derivujeme podlev. Dostaneme2Pv=0 a po

dosazeni 1. rov. (4.2.13) dostaneﬁ‘]éAX+ L) =0. Vynasobenim zleva matidh" mame
ATPAx+ATPL =0, coZ je shods rov. (4.4.3).

4.5 Zprostiedkujici pozorovani s neznamymi parametry a
podminkova pozorovani s neznamymi parametry

Uvedme nejprve fehled vyrovnani, kterd souviseji s figady, uvedenymi
v predchozim textu. Jsou, resp. byla:
e podminkovéa pozorovani — kap. 4.3
» zprostedkujici pozorovani — kap. 4.4
» zprostedkujici pozorovani a podminkova pozorovani — viz [13]
e podminkova pozorovani s neznamymi parametry — viz [13]
» zprostedkujici pozorovani s neznamymi parametry — viz [13]
e podminkova pozorovani s neznamymi parametry a zZdigjici pozorovani -
viz[13]
» zprostedkujici pozorovani s neznamymi parametry a podminkova pozorevani
viz[13]
Proto v dalSim textu se budemenevat zprostedkujicimu pozorovani s neznamymi
parametry a podminkova pozorovani s neznamymi pasamé&ento postup ipdstavuje
zobecini MNC, neba je moZno tohoto Zisobu pouZit pro vdechny druhy vyrovnani, ktera
byla uvedena vyse.
Dvémi vychozimi rovnicemi, jistzé v maticovém tvaru, budou rovnice

Ax+Cy+L=v, P=Q*"

Hﬁkktl r;jl"’l r;jl ;;1 n\-;n

"~ P we (4.5.1)
Bx+Dz+U=0
=y ] [ o]
rxkkxl —rxhhxl —rx1  rxL

a jsou jimi podchyceny zprdasdkujici rovnice a podminkové rovnice pro hledané neznamé
X aneznamé parametgy a z. Matice A, B, C a D obsahuji koeficientyip neznamych a

vektory L, v a U obsahuji absolutrileny, opravy a uzévy. Paiet rovnic oprav j&, pcocet
podminekr, patet hledanych neznamychliepoiet parametr ve vektoruy je |l a ve vektoru
z jeh.

Protoze rov. (4.5.1) obsahujfigruzené podminky v 2. rov. (4.5.1) , je nutnogétop
pouZzit Lagrangeova postupu pro it minima. Zav ovSem dosadime prvni rov. (4.5.1).
Dostavame vztah

[XTAT+yTCT+LTJP{Ax+Cy+Lj+2kT[Bx+Dz+Uj:min
i — | e [ [ e = —

o]
Ixk kxn x| Ixn Ixn Jnxn{ nxkkx1 nxlljl nx1 Ixr \rxkkxl — rxhhxl —rx1,

ktery postupa derivujeme podlex, y, z ak . k je opst vektor korelat respLagrangeovych
sowiniteli. Dostaneme pak vyslednou rovnici pro neznamé, které je
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X ATPL
V| o |CTR
z 0 e
» (4.5.2)
k ]
(k+mr)><1 (k+ +hetr x1
kde
ATPA ATPC 0 B')"
N il
Kk kx| kxh kxr
C'PA C'PC 0 0
Q. - T Ty oh R (4.5.3)
(k+|+h+W+|+h+r) 9 9 QF‘
hxk hx| hxh hxr
& 0 DO
r\q;k rx| I:q;;] rxr

je matice vahovych s@éinitela. Poté se vypsie stedni jednotkova chyban, z vyrazu
mZ =v'Pv/(n+r-k-I-h)
a stedni chyby neznamych a korelat z vyraz
My =My Quy My =MeyfQ, My =myyQ, My, =myy/Qu,

kde vyrazy pod odmocninami jsou prvky na hlavni diagonale m&lige

Vechny tyto vySe uvedené Glohy vyrovnani @1 moZno nahradit Glohou jedinou,
a to ulohou danou rov. (4.5.1): zpr@stkujici pozorovani s neznamymi parametry plus
podminkova pozorovani s neznamymi parametryisgpiesSeni poistava v tom, Zze bychom
pros€ vynechali vyrazy v rov. (4.5.1) az (4.5.3), jez se v néddoze neuvazuji.

4.6 Zprostiedkujici pozorovani s neznamymi parametry a
podminkova pozorovani s neznamymi parametry fevedenim
podminkovych pozorovani na zprostedkujici

Tato kapitola je dovrSenintasti IV. o vyrovnavacim padu a pFedstavuje zobeeéni
piedchozich kapitol. Jinymi slovy: vSe, co bylo uvedeno vectv§gedchozichéastech,
kapitolach a odstavcich, bylo a je odvoditelné z teorig Ka6, jako jeji zvlastnitipady.
Rovréz tak tomu bylo i vkap. 4.5. Zde navic jde o pouZiti pouze peADI
zprostedkujicich. Jsou proto vychozimi rovnicemi rov. (4.5.1) &ya meieni, k hledanych
neznamych| neznamych paraméirviz 1. rov. (4.5.1), a o @tu r pridruzenych podminek s
h neznamymi parametry mezi hledanymi neznamymiviz 2. rov. (4.5.1). MK by tedy
vyZadovala Lagrangeovo vyjghi minima, nap rov. (4.3.4). Nahodné oprawy jsou vSak
obsazeny pouze v 1. rov. (4.5.1). Abychom vyioebéma €mto pozadavikm budeme
postupovat tak, Ze nejprve se zbavime podminkovych rovnic2.tjrov. (4.5.1), a to
pievedenim na zprastdkujici a poté budemi@sit tyto gevedené zprostdkujici spoléne
s pivodnimi zprostedkujicimi, viz 1. rov. (4.5.1). Za timt@élem gFepiSeme rov. (4.5.1) do
tvari

A+ A, X, +Cy+L =y

Rt i et o
W1 Xl XL nxl

(4.6.1)

nxr rxt nx(k-r)(k-r



[ 202 i - (462)

kde x, je vektor or neznamych a vektox, on - r neznamych. Daley a z jsou oggtné
vektory s neznamymi parametry; a A, jsou matice koeficient pii neznamych ve vektorech
X, & X2, C a D jsou matice koeficietpti neznamych parametreghaz. L, v a U jsou
vektory absolutnicktleni, ndhodnych oprav a uzii pridruzenych podminkovych rovnic.
Abychom inili prvni krok k vySe nazngnémuieSeni, je nutné odstranit podminkove

rov. (4.6.2). Proto ji vynasobime inverzni maticia ziskame
F*Fx, = -F*(F,x, + Dz +U)
z ¢ehoz

[ .
rx1 rxr \rx(k-r)(k-r TPl orxt

ﬁ:'ﬁ{ zx2+95+9] (4.6.3)

které dosadime do rov. (4.6.1). Dostavame
- AFHFx, +Dz+U)+A,x, +Cy +L = v

4.6.4
(_AlFl_lFZ +A2)X2 +Cy —AlFl_lDZ—AlFl_lu +L =v ( )

¢imZ mame co da&inéni pouze a jen se soustavou zpmdkujicich rovnic. Pro zvySeni
nazornosti zavedeme
a4 =-AF'F, + A D=-AF'D L=-AF'U+L

N [ 1 &
nle:r) anT;r_‘rx‘(‘;r) n;@f‘r - N NP P ot (465)

=
S
X
>
S
X
X
x
>
2
flay
>
X
X
-
X
S
-
X
flay

Rov. (4.6.4) pakigjde v tvar

4 X, +Cy+Dz+L=V P=Q;*
ol o B o (4.6.6)

Podminka minima bude mit tvar' Pv = min, jde totiZ jiz jen o zprosedkujici pozorovani.
Po zavedeni rov. (4.6.6) zni

(Ca"+y'CT+2' D" +LT)P(ax,+Cy+D z+L)=min

a po vynasobeni je
X ATPAX,+Y'C'PAX,+ZD'PAX,+LPAX,+

+x,4'"PCy +y'C'PCy +2'D'PCy +L'PCy +

+X,A'PDz+y'C'PDz+2D'PDz+LPDz+

+X,A'"PL +y'C'PL +z2'D'PL +L'PL = min
Nyni postup#s derivujeme podle proénnych x,, y, z, derivace polozime rovny nule a&p
pii PT = P. Dostavame
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S (s Y ey R P R < R o w2 R O 4 W R o e O
/0y C'P4 x, +C'PCy+C'PD z +C'PL =0 4.6.7)
Ix(k-r) (kT’F)‘xl X Ixh ~ hxl Ix v e
0/0z: D'PA x, +D'PCy+D'PD z+D'PL =0,
—_ 5 —— - _— ¥ i g
hx(k-r)  (k-r 1 hxl 1x hxh L hx1 .

coZ jsou normalni rovnice v tvaru maticovéhd@tpo Zavedeme
a4'p4 A4'PC APD
N =|c'P4 C'PC C'PD (4.6.8)
(k+1+h=r Jx(k+1 +h-r) D'P4 DPC DPD

Qxx = N71
(k+|+h—W+|+hfr) (4.6.9)
takZe neznamée zjistime z rovnice

X, a4'PL

=-Q,|C'PL
% & (4.6.10)

z D' PL

(k+H+h-r)x1 (ke ohor )y

Vektor x, zbyvajicich hledanych neznamychciome z rov. (4.6.3), nahodné opravy
z rov. (4.6.1) nebo (4.6.6) afetini jednotkovou chybu ztvaray =v'Pv/(n+r-k-1-h).
Stredni chyby jednotlivych neznamych veldok,, y, z opstné urcime podle znameho
predpisu

rnxxzii = rno QXXZii myYn = rno nyli mZZi = rno QZZi

kde Q. , Q,, » Q,, jsou prvky na hlavni diagonale mati€@,,. Zde je nedostatkem, ze
neziskame fmo Q,, pro hledané neznamé vektory. Kontrolami jsou rov. (4.2.12) az

(4.2.14). Konéne musi platit i rov. (4.6.10), (4.6.1) a (4.6.2). Tinvypocet ukorgen.
Postup vypotu. Vstupnimi vellinami jsou:A,, A, , C.L.F, F, ,D,U,viz

- nx1 r:v('r‘ rxmr) rxh  rxi

o —

nxr  nx(k-r)

rov. (4.6.1), (4.6.2) a ®KLAD 16 v kap. 5.3. Poté jiz nasleduje v§pb 4, D, L

Vv rov. (4.6.5), submaticea"P4,...,D"PD pro rov. (4.6.8)¢imz ziskame maticel a Q
(k=r)x{k-r) hxh

rov. (4.6.8) i rov. (4.6.9) a kot nezndmé z rov. (4.6.10) po vyo subvektol 4"PL,

(k-r )y

xx !

C'PL a®D"PL . Dalsijiz uvadi text za rov. (4.6.10).
™ m

Rov. (4.6.7) az (4.6.10) pin nahrazuji veSkeré ffpady vyrovnani, uvedené
v predchozim textu, detrg zakladnich metod vyrovnani v kap. 4.3 a 4.4. Navic je mogao v
pievést na vyrovnani zprdgstkujicich pozorovani. Bude-li napschazet vektoy, resp.z,
resp. oba vektory, pak odpadar&dek a 2. sloupec rov. (4.6.7), respraglek a 3. sloupec
rov. (4.6.7), resp. 2. i 34dek a 2. i 3. sloupec rov. (4.6.7).
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4.7 Zavérem struéné, ale zasadni porovnani metody
zprostiredkujicich a metody podminkovych pozorovani,
piredevsSim s ohledem na vyrovnani geodetickych siti

Zprostredkujici pozorovani

Prednosti Nedostatky

Jednoduchost #ehlednost ZAavislost na zavedené ismlinicové

pi sestavovani rovnic oprav. soustav

VSeobeenzavedeni jejich po- debv normalnich rovnic je obvyklestsi
uziti, pedevsim pro moznost nez u podminkopgeiorovani.

automatizece vyid.

Podminkova pozorovani

Prednosti Nedostatky
Nezavislost na zavedenéisalmicové Casto velmi obtizné sestaveni f@iitného
soustav paitu podminkovych rovnic.

Obvykle menSi get normélnich rovnic. Obtizna automatizace \&po
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